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TSR ( Machine de Turing )

Nous avons vu qu’un programme peut étre considéré comme la
décomposition de la tache areéaliser en une séquence d’instructions
élementaires (manipulant des données élémentaires) compr éhensibles
par |’ automate programmable que I’ on désire utiliser.

Cependant, chague automate programmable (en pratique chaque processeur)
se caractérise par un jeu d’instructions élémentaires qui lui est propre.

Dans la pratique, cette diversitée est résolue par I’ existence de compilateurs ou
d’ interpréteurs qui traduisent les instructions du langage (évolué) mis a disposition des
programmeurs en les instructions élémentaires (langage machine) du processeur utilisé.

Cependant, cette solution n’ est pas suffisante pour les besoins de |’ informatique théorique,

qui requiere une representation unifiée de la notion d’ automate programmable, permettant

de démontrer des résultats généraux (décidabilité, complexité, ...) vrais pour |’ ensemble
des automates programmabl es concrets que I’ on peut envisager.

A cette fin a été développée la notion de machine de Turing, qui constitue une
abstraction (et une formalisation) de la notion d’ automate programmable.
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e Machine de Turing: definition )

Une machine de Turing est un automate abstrait,
constitué des éléments suivants:

* une bande infinie, décomposeée en cellules au sein
desquelles peuvent étre stockés des caracteres (issus
d’ un ensemble fini).

* une téte de lecture/écriture, pouvant:

- lire et modifier le caractére stocké dans lacellule
correspondant ala position courante de latéte (le
caractere courant)

- se déplacer d’'une cellule vers la gauche ou vers
la droite (modifier la position courante)

e un ensemble fini d’ états internes permettant de
conditionner le fonctionnement de la machine

* une table de transitions indiquant, pour chaque couple
(état interne, caractére courant) les nouvelles valeurs
pour ce couple, ainsi que le déplacement de la téte de
|ecture/écriture.

Dans la table de transisitions, chaque couple
est donc associé a un triplet:
(état internerpoyyeau]: Caractereoyyveay): déplacement)

caractere

E

étar~courant
courant 0 1 €

1 (1,0,+) | (1,0,+) | (2,,5)

2 (2,0,-) | (2,0,-) | (3,1

avec + respect. - indiquant un déplacement
versla droite, respect. versla gauche,
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1) la bande est initialisée avec |a séquence de caracteres correspondant
aux données d’ entrées;

2) latéte de lecture/écriture est positionnées sur la premiere cellule de la bande,
et |’ état interne est positionné a sa valeur initiale (par exemple 1)

3) tant que le couple courant (état interne, caractere courant) est présent dans la table
de transitions, le triplet (état internenoyyeay], Caractereoyyveau): deplacement)

est utilisé pour mettre ajour |’ état interne, le caractere courant, puis
le déplacement de la téte de lecture/écriture est effectué.

4) lorsqu’est rencontré un couple (état interne, caractere courant) non recense dans la table
de transitions, la machine s’ arrete et la séquence de caracteres stockée a ce moment-|a
sur la bande est considérée comme le résultat du traitement.

( Machine de Turing: fonctionnement ) :9

Une machine de Turing fonctionne selon le principe suivant:

Informatique Il
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RATSTIRE Machine de Turing: exemple ) |

Exemple: une machine de Turing déterminant si un nombre est pair

Entrée: |le nombre a tester, sous forme binaire
Sortie: 1 si le nombre est pair, 0 sinon

déplace a droite détecte la fin droite, Exemple pour I'entrée 2

jusgu’ alafin I’(%/l[gl(”l::[[ésrlél’ le dernier
/ / el1|0|¢ » |e|1|¢€l¢
\ 3
caractere
m 10 \ 1 /Sz/—\‘ ! efface ﬁt 3
' ’ ) o a gauche
1 (1,0&)\@ (2,€,) déplace a dr0|te< c 110 e cTelele
2 : /(‘é’ev') (418") ﬁ\ t g
3 1.(3&) | B (5,14 ) o résultat et
I B deplaceadrOIte € 1 0 € a droite 1 c c c
4 @eaf ey 609 $ '
1 5
> X / X (6.8,) gapgsitionne au
revient sur le ebut et termin
dernier caractere | | & | 1] O | & 11 €| €€
revient au début 4 4
en effacant tout 5 .
|
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RGNS Machine de Turing: forme canonique )

On voit gu’ une machine de Turing est caracterisée par

1. salogique de fonctionnement;
2. le codage de ses entrées et sorties, sous forme de séquences de caracteres;
3. latable de transitions décrivant son fonctionnement.

Si I’on impose de coder les entrées et |es sorties sous forme binaire
et d'indiquer |’ absence de caractere dans une cellule par le caractere ¢,
on obtient une représentation uniforme des machines de Turing, appelée

représentation canonique.

D’ autres choix sont possibles pour la définition des machines de Turing
(plusieurs bandes, autres opérations élémentaires, autres alphabets de caracteres,
mais on peut montrer que les résultats théoriques obtenus avec de telles machi nes
sont équivalents a ceux obtenus a |’ aide d’ une machine de Turing canonique.

.+)

E
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oA B Lo Machine de Turing universelle (1)

L e fonctionnement d’ une machine de Turing
est conditionné par satable de transition.

une machine de Turing constitue donc une abstraction
pour la notion d’automate modifiable...

... mais pas encore pour celle d automate programmable,
pour laquelle le programme doit faire partie des données d’ entrée de la machine,
et non pas représenter un élément constitutif de I’automate (comme c’est le cas
pour latable de transitions d’ une machine de Turing)

Si I’ on désire qu’ une machine de Turing constitue une abstraction pour la notion
d’ automate programmable, il faut donc que sa table de transitions soit fixe,
et que le conditionnement de son fonctionnement soit entierement
iImpose par ses données d’ entr ées.

mais comment construire une telle machine,
alors appelée machine de Turing universelle ?

Informatique Il Algorithmique -6—
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RS Machine de Turing universelle (2) )

On peut montrer que I’ on peut effectivement
construire une machine de Turing universelle permettant
de simuler le fonctionnement d’ une machine de Turing quel conque,
I.e. d’avoir le méme comportement, pour ce qui est des
entrées et des sorties, tout en ayant
une table de transitions fixe.

L’idée permettant de construire une telle machine T, est la suivante:

1. la table de transitions de la machine T a simuler est codée
sous la forme d’ une séquence binaire;

2. |a bande de la machine universelle est séparée en deux zones distinctes,
|’ une permettant de stocker la séquence binaire représentant la table de
la machine T, ainsi que sa configuration (état interne, caractere courant),
et |’ autre permettant de gérer les véritables entrées/sorties.

E
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( Machine de Turing universelle (3) ) :9

L e fonctionnement de la machine universelle
peut alors étre schématise ainsi:

Zone réservee a la mémorisation Zone réservée ala mémorisation Zone de la bande réservée
de la configuration courante de T delatablede T ala gestion des E/S
/ \ T/
état courant | caractere nouvel [nouv.

do T de T etat |caract| gtat |caract| dep!

.o . . ~ .
- ~ -
- . - [ ~ -
~ - - - - ~ -
.~ - LIS ' ~ - .
N - ~ -
- -~ - '
-~ ' . .
- - - '
~ - ' '
Y .- ' ' N
~ - ' [
LN . ' ' '
[
' '
' [

S
Y
'

L (1) trahsfert du caractére courant

(2) recherche de la configuration : 5 deT. .
courante de T dans satable ; ; : 0.

f(4)transfertdunouveaucgractéref
. et déplacement de latéte
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AoAT b Machine de Turing universelle (4) )

La notion de machine de Turing universelle T,
permet d’introduire |les notations utiles suivantes:

Soit T une machine de Turing, on noterai (T) lavaleur entiere
correspondant a la séquence binaire codant latable de transitionsde T

Si i est une valeur entiere correspondant au codage d’ une table de transitions,
on notera T; la machine de Turing universelle correspondante.
Onadonc: T = Ti (T)

Si i est une valeur entiere correspondant au codage d’ une sequence d’ entrée
pour une machine de Turing T, on notera T(i ) la séquence de sortie produite par
|’ application de T a la séquence d’entrée i (attention: T(i) peut
ne pas étre définie, si T ne termine pas sur i)

Si T, est la machine de Turing universelle, T une machine de Turing et j une séquence
d’entrée pour T, on notera T,(i (T),j) lerésultat de lasimulation de T surj par T,
On adonc: T,(i (T),j) =T(j)

(lorsque ces valeurs sont définies)

Informatique Il Algorithmique
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ERATETIMNE Intérét des machines de Turing )

L es machines de Turing constituent une notion centrale
en informatique, car:

L] elles permettent de donner une base théorique solide
aux notions importantes de décidabilité et de complexité
(notions évoqueées plus en détails plus loin dans ce cours);

L elles permettent de donner un contenu précis a la notion
informelle d’algorithme

E

Informatique Il Algorithmique
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oI ( Algorithme: définition (1) )

Algorithme: (définition informelle)

un algorithme, pour une tache donnée, est la décomposition de cette
tache en une séquence finies d’ étapes élémentaires permettant de la
réaliser.

Si la tache peut étre for malisée sous la forme d’ une association
entre des entrées et des sorties, alors produire une machine de Turing
permettant de réaliser cette association peut étre vu comme une
facon possible de résoudre |a tache.

Latable de transitions de la machine produite est donc
une repreésentation particuliere possible de |I’algorithme
de résolution associé.

Informatique Il Algorithmique —-11-
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SROTERSE Algorithme: définition (2) )

L es machines de Turing fournissent donc,
par définition, une representation possible pour
|les algorithmes de résolution des taches pouvant

étre traitées par des machines de Turing.

De plus, |’ expérience acquise dans le domaine de
I’informatique invite a penser que les machines de Turing
constituent en fait un outil encore plus puissant:

Thése de Church: tout algorithme peut étre représenté
sous la forme d’ une table de transitions
d’ une machine de Turing.

L’ idée sous-jacente est que les machines de Turing, malgré leur apparente
simplicité, possedent en fait une puissance suffisante pour permettre de résoudre
tout probleme pouvant étre traité de facon automatique.

une formulation savante de la thése de Church est doc:

«tout probleme calculable est Turing calculable »

E
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SRS ( Algorithmique )

Un algorithme est:

une suite finie de regles a appliquer,
dans un ordre déterminég,
a un nombre fini de données,

pour arriver, en un nombre fini d’ étapes, a un résultat,
et cela quelque soit les données traitees. [Encyclopedia Universalis]

Un algorithme correspond donc a la partie conceptuelle d’ un programme,
indépendante du langage de programmation.

Le programme est alors I'implémentation de |’ algorithme,
dans un langage de programmation (et sur un systeme) particulier.

E

Informatique Il Algorithmique

— 13—



(P

TEMIRSE Approche descendante )

Méthode de résolution: (&daboration de solutions algorithmiques)

On résoud généralement un probleme par une analyse descendante,
c’est-a-dire une analyse du plus général au plus spécifique.

Cette analyse se fait &1’ aide de blocs imbriqués,® correspondant & des
traitements de plus en plus spécifiques, eux aussi decrits
al’aide d’algorithmes.?

E

17 _

1. Notonsle paraléle évident avec I'implémentation du programme décomposé en fonctions
2. Laméthode de résolution est donc itérative: on résoud par analyses successives, a des niveaux de détails de plus en plus précis.

Informatique Il Algorithmique
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RRUTIRRE Exemple: tri par insertion ) :9

Un algorithme: tri (d’un tableau) par insertion

le principe du tri par insertion est extrémement simple:

«tout élément mal place dans le tableau va étre déplacé vers (inséré a) sa bonne place»

» Par «élement mal placé», on entend ici un élément pour lequel larelation d’ ordre (utilisee pour
le tri) avec I’ élément prédécesseur n’ est pas satisfaite... par exemple, un élément strictement
plus petit que son prédécesseur, pour un tri suivant |’ ordre croissant.

» Par «sa bonne place», on entend ici une position —parmis les éléments déja triés— pour laquelle
la relation d’ ordre entre le prédécesseur et |’ élément est satisfaite, ainsi qu’entre |’ élément et
Son successeur.

1 1 1 1 1
-
3 3 2 2 2
4 4 2 3 3 3
2 ] 4 4 — 4
-
6| —> 6 — 6| — 6 é 5
5 5 5 O 6
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( tri par insertion: resolution globale )

Le schéma général de I’ algorithme de tri par insertion est |e suivant:

tri iInsertion

entrée: un tableau d’entiers quelconque

sortie: un tableau d’entiers trié (mémes éléments que I'entrée)

chercher un élément|mal placé

tant qu’un tel élément existe:

chercher sapbonne place

déplacer|’élément vers sa bonne place

chercher un élément|mal place

fin tant que

E

Informatique Il
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aummmse o (_tri parinsertion: résolution détaillée (1) ) :9

 Le bloc | mal placé| prend en entrée un tableau t ab, et donne en sortie I’indice du premier
élément de t ab de prédécesseur strictement plus grand. Par convention, si’il n’existe pas
d’ élément admettant un tel sucesseur, la sortie sera MAX, lataille du tableau.

« Comme le 1" élément de t ab ne peut étre mal placé (puisque sans prédécesseur), e bloc
mal place| doit donc parcourir les éléments de t ab, a la recherche d’ un élément mal placé,
en partant du second élément.

* Le bloc | mal placé| correspond donc a une itération sur les éléments de tab, du deuxieme
élément au dernier (d’indice MAX-1).

Informatique Il Algorithmique - 17 -
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NS ( tris par insertion: résolution detaillee (2) ) :9

Un algorithme pour le bloc | mal place | sera:

mal placé

entrée: un tableau d’entiers

sortie: rindice du premier élément mal placé

pour chaque élément du tableau, a partir du deuxieme:
comparer cet élément au précedent
s’il est plus petit, alors il est mal placé:
retourner l'indice de cet élément (et terminer)
fin si
fin pour

retourner MAX, la taille du tableau (et terminer)

Informatique Il Algorithmique - 18-
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Lebloc

donne en sortie I’indice newpos de la «bonne place» de |’ élement dans |le tableau.

* La «bonne place» correspond a la position d’indice newpos (<pos) le plus grand tel que

t ab[ newpos-1] <= tab[pos], ou 0 si cette relation n’ est pas satisfaite pour newpos = 1.

e Lebloc

maximum) pos, a la recherche de la «bonne position»

e Lebloc

élément a celui d’indice pos.

( tri par insertion: résolution détaillée (3) ) :9

bonne place

bonne place

bonne place

prend en entrée un tableau t ab et |'indice pos d’ un élément mal placé, et

doit donc parcourir les positions de tab, entre le premier élément et (au

correspond donc a une itération sur les éléments de t ab, du premier

Informatique Il

Algorithmique —-19-
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waceia: (o trl par insertion: résolution deéetaillee (4) ) |

3

Un algorithme pour le bloc | bonne place| sera:

bonne place

entrée: un tableau d’entiers t ab, I'indice pos d’un élément mal placé

sortie: rlindice de la bonne place de I'élément

pour chaque élément du tableau, de O a pos:

si I’élément est plus grand que t ab[ pos] :
retourner l'indice de cet element (et terminer)

fin si

fin pour

3. L’agorithme correspond a une interprétation (équivalente en terme de résultat) de la description du transparent précédent !
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apmEEse - ( tri par insertion: résolution deétaillée (5) )

* Le bloc |déplacer | prend en entrée un tableau t ab, I’indice pos d’origine d’ un élément, et
I’indice newpos de destination de cet élément, et doit déplacer ledit élément de sa position

d’ origine a sa positition de destination.

On peut effectuer cette opération par décalages successifs

(en utilisant un stockage temporaire t np)

K:\/\/\

tab

newpos newpos+1l

pos

E
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apmEEse - ( tri par insertion: résolution deétaillée (6) ) |

Un algorithme pour le bloc | déplacer | sera

déplacer

entrée: un tableau, un indice d’origine pos, un indice final newpos

sortie: le tableau dans lequel I'élement d’indice d’origine a été déplacé et
possede maintenant I'indice final (I'ordre des autres éléments
est conserve)

mémoriser I'élément d’indice pos

pour chaque élément du tableau entre pos- 1 et newpos
copier cet élément a la position d’indice cour ant +1

fin pour

copier I'élément mémorisé a la position d’indice newpos

Informatique Il Algorithmique - 22—
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w0 Paradigme «diviser pour resoudre» (1) )

Il n’ existe pas de méthode miracle pour fabriquer les
solutions algorithmiques requises pour les problemes
auxquels I"informaticien peut étre confronte.

Cependant, un certain nombre de schémas géenéraux
de résolution peuvent étre utiliseés.

Parmi ces schémas, on peut citer le paradigme «diviser pour résoudre»
(divide and conquer), qui est fréequemment utilise.

E
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RETN Diviser pour résoudre (2) )

L e schéma général d’ une approche
«diviser pour résoudre» de résolution d’ un
probleme P appliqué a des données X est le suivant:

P(X):
sl X est suffisement simple ou petit, appliquer adhoc(X),
sinon:
décomposer X en instances plus petites, Xy, ..., Xp
puis pour tout X; (1 <=1 <= n):
résoudre P(x;) pour obtenir une solution partielle y;
recombiner les y; pour obtenir une solution globale Y pour P(X)
adhoc(X)

est un algorithme permettant de résoudre P pour des données X simples.

E
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R Diviser pour résoudre: exemple (1) )

Un premier exemple d’ application du paradigme
«diviser pour résoudre» a déja été présente, al’ occasion
de I’ étude des fonctions récursives, avec le tri récursif par insertion:

tri(X):
si X est vide ou réduit a 1 seul élément, X est solution
sinon:
decomposer X en:
x1 = {X[1]} ou X[1] est le 1* élement de X,
Xo = X \ X[1]
résoudretri(xy) (castrivial) ->y;
résoudre tri(x,) (appel recursif) -> vy,
produire une solution pour X en insérant y, a sa bonne place
dans y,, et retourner la combinaison obtenue.
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T Diviser pour résoudre: exemple (2) )

Recherche par dichotomie:

Objectif: déterminer si un élément x appartient a un ensemble E d’ élements E = { x4, ...

Entrée: X et E (sous laforme d’ un tableau trié)
Sortie: vrai ou faux selon que x appartient ou non a E.

Schéma de résolution:

appartient(x,E):
si E est vide,
la solution est faux
sinon si E = {x4},
la solution est vrai si x=x4, faux sinon
sinon (E = {x;, _ Xn})
décomposer E en:
E, = {Xn>} avec n/2 ladivision entiere de n par 2 !
Eo = {X1, .-y X(ny2)-1}
- B = X1y o Xnk .
Si y, = appartient(x,E,) est vrai, alors Y est vrai
sinon si X < Xpp adorsyY =y, = appartient(x, E,)
sinon Y = y3 = appartient(x, E3)
(la solution est Y)

E
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